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Введение

Правоохранительные органы при решении различ-
ных задач все чаще обращаются к помощи дис-
танционно пилотируемых аппаратов (ДПА) [4]. В 

некоторых случаях, например, при проведении воздуш-
ной разведки в интересах оперативных подразделений, 
ДПА должен быть максимально незаметным, в том числе 
и для радиолокационных сигналов [9]. В существующих 
реалиях современной жизни остаются весьма актуаль-
ными антитеррористические задачи. Весьма полезными 
и важными могут быть возможность зависания ДПА над 
определенными объектами, возможность взять на борт 
высококачественную аппаратуру наблюдения, а также 
малая заметность аппарата [8]. 

Количественной мерой радиозаметности (для ра-
диолокационных сигналов) является эффективная [7] 
площадь рассеяния (ЭПР) ДПА. Под ЭПР понимается 
площадь эквивалентного отражателя, размещенного в 
точке нахождения цели, который создает на приемной 
антенне принятый сигнал такой же интенсивности [10]. 

При расчете ЭПР объектов сложной формы исполь-
зуются численные методы, базирующиеся на предвари-
тельной триангуляции поверхности, при которой по-
верхность ДПА аппроксимируется треугольниками. В 
процессе расчетов постоянно приходится определять, 
какие треугольники на триангулированных поверхно-
стях являются невидимыми и их можно исключить из 
дальнейших расчетов. Чем больше будет обнаружено 
«затененных» треугольников, тем меньше в дальней-
шем придётся делать вычислений, а следовательно, су-
ществует возможность более оперативной или более 
точной оценки ЭПР. Последнее особенно актуально 
для малоразмерных летательных аппаратов, каковыми 
являются ДПА. При этом для каждого треугольника ре-
шается типовая задача определения принадлежности 
точки треугольнику1 [2]. 

1 Препарата Ф., Шеймос М. Вычислитель-ная геометрия: Введе-
ние. – М.: Мир, 1989. – 480 с.; Ласло М. Вычислительная гео-метрия 
и компьютерная графика на С++. – М.: БИНОМ, 1997. – 304 с. ISBN: 
0-13-290842-5, 5-7889-0008-8; Фокс А., Пратт М. Вычислительная гео-
метрия. Применение в проектировании и на производстве. – М.: Мир, 
1982. – 304 с.
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Подобную задачу можно решить классическими 
методами [12], в частности, методом площадей, мето-
дом углов, методом лучей. Для сравнения известных 
методов и их программной реализации создадим 
структуры данных для точки, треугольника и класс для 
определения координат вектора (рис. 1).

Метод углов

В данном методе рассматриваемая точка соединя-
ется дополнительными отрезками с вершинами треу-
гольника2 [1]. Для определения принадлежности точки 
O треугольнику ABC необходимо построить отрезки 
OA, OB и OC (рис. 2). Далее через скалярное произ-
ведение определяются косинусы углов с вершиной в 
рассматриваемой точке. Если сумма углов при точке 
O равна 360°, то точка O принадлежит треугольнику 
ABC.

Программная реализация метода углов представле-
на на рис. 3.

2 Аммерал Л. Принципы программирования в машинной графи-
ке. М. : Сол. Систем, 1992. 224 с. ISBN 5-85316-001-6.

Данный метод требует для получения приемле-
мых результатов переменных двойной точности типа 
double. Кроме того, многократный вызов функций 
арккосинуса acos(.) и извлечения квадратного корня 
sqrt(.) отрицательно сказывается на скорости выпол-
нения программного кода.

Метод площадей (по формуле Герона)

Как и при применении метода углов, рассматривае-
мая точка соединяется дополнительными отрезками с 
вершинами треугольника3 (рис. 2) [1]. Далее по форму-
ле Герона через полупериметры определяются площа-
ди полученных треугольников, и их сумма сравнивает-
ся с площадью рассматриваемого треугольника. 

Программная реализация метода углов представле-
на на рис. 4.

Данный метод, как и предыдущий, требует для полу-
чения приемлемых результатов применения перемен-
ных двойной точности и многократного вызова функ-
ции извлечения квадратного корня sqrt(.).

3 Там же.

struct Point      //   
 { float x, y;  bool invisible; }; 
struct Triangle  //    
 { Point p1, p2, p3; }; 
class vector_triangle 
{ public: 
 vector_triangle()  //     
 {x = 0; y = 0; } 
 vector_triangle(point _begin, point _end)  //  
 {x = _end.x - _begin.x;  y = _end.y - _begin.y;} 
} 

Рис. 1. Листинг используемых структур и классов

 Рис. 2. Метод углов
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float angle(float x1, float y1, float x2, float y2)  
{ return acos((x1*x2+y1*y2)/ 
 (sqrt(x1*x1+y1*y1)*sqrt(x2*x2+y2*y2)))*180.0/ M_PI; 
} 
bool method_angle (Triangle triangle, Point p)  
{ double con1, con2, con3; 
 con1 = angle( triangle.p1.x - p.x, triangle.p1.y - p.y,  
    triangle.p2.x - p.x, triangle.p2.y - p.y); 
 con2 = angle( triangle.p1.x - p.x, triangle.p1.y - p.y,  
    triangle.p3.x - p.x, triangle.p3.y - p.y); 
 con3 = angle( triangle.p2.x - p.x, triangle.p2.y - p.y,  
    triangle.p3.x - p.x, triangle.p3.y - p.y); 
 double sum = con1 + con2 + con3; 
 if (round(sum)==360)    return true; 
 else       return false; 
} 

bool method_areag(Triangle triangle, point p) 
{ vector_triangle ab(triangle.p1, triangle.p2); 
 vector_triangle bc(triangle.p2, triangle.p3); 
 vector_triangle ca(triangle.p3, triangle.p1); 
 vector_triangle ao(triangle.p1, p); 
 vector_triangle bo(triangle.p2, p); 
 vector_triangle co(triangle.p3, p); 
double perimeter_all = (ab.length() + bc.length() + ca.length())/2; 
double perimeter_small_1 = (ab.length() + ao.length() + bo.length())/2; 
double perimeter_small_2 = (bc.length() + bo.length() + co.length())/2; 
double perimeter_small_3 = (ca.length() + co.length() + ao.length())/2; 
double area_all = (sqrt((perimeter_all *  
    (perimeter_all - ab.length()) *  
    (perimeter_all - bc.length()) *  
    (perimeter_all - ca.length())))); 
double area_small_1 = (sqrt(perimeter_small_1 *  
    (perimeter_small_1 - ab.length()) *  
    (perimeter_small_1 - ao.length()) *  
    (perimeter_small_1 - bo.length()))); 
double area_small_2 = (sqrt(perimeter_small_2 *  
    (perimeter_small_2 - bc.length()) *  
    (perimeter_small_2 - bo.length()) *  
    (perimeter_small_2 - co.length()))); 
double area_small_3 = (sqrt(perimeter_small_3 *  
    (perimeter_small_3 - ca.length()) *  
    (perimeter_small_3 - co.length()) *  
    (perimeter_small_3 - ao.length()))); 
double sum = area_small_1 + area_small_2 + area_small_3; 
if (floor(area_all*rou)/rou == floor(sum*rou)/rou) return true; 
else         return false; 
} 

Р ис. 3. Программная реализация метода углов

Рис. 4. Программная реализация метода площадей (по формуле Герона)
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Метод площадей (векторный)

Данный метод основан на утверждении, что при 
векторном произведении двух векторов будет полу-
чен вектор, длина которого равна площади паралле-
лограмма, построенного на исходных векторах [3]. Как 
и в методе углов, рассматриваемая точка соединяется 
дополнительными отрезками с вершинами треуголь-
ника (см. рис. 2), далее через векторное произведение 
векторов, построенных на сторонах полученных треу-
гольников, определяются их площади, а их сумма срав-
нивается с площадью рассматриваемого треугольника. 
Программная реализация векторного метода площа-
дей представлена на рис. 5.

В данном методе можно использовать обычные пе-
ременные с плавающей точкой типа float. Для вычис-
ления длины результирующего вектора используется 
функция abs(.).

Метод логического обхода

Суть метода состоит в том, что начало новой вре-
менной локальной системы координат размещается в 
точке, принадлежность которой треугольнику следует 
установить. Координаты треугольника пересчитыва-
ются в этой локальной системе координат [11]. Далее, 
продвигаясь по часовой стрелке от первой вершины 
к следующей вершине по прямым линиям, на которых 
расположены стороны треугольника, определяем, сле-
ва или справа от каждой прямой находится начало ко-
ординат. 

Если для всех сторон начало координат находится 
справа, то точка принадлежит треугольнику.

Запишем каноническое уравнение прямой:

           (1)

и представим его в виде:

  
;            

          (2)

                                  (3)
, 

где  — координаты точек, 
принадлежащих прямой.

Это уравнение прямой, которой принадлежит одна 
из сторон треугольника. Для точки, не принадлежащей 
прямой, выражение (3) будет больше или меньше нуля. 
В качестве этой точки будем рассматривать третью вер-
шину треугольника.

Начало координат может принадлежать или не при-
надлежать этой прямой:

.  
      (4)

Необходимо определить, по одну ли сторону от 
прямой находятся третья вершина и начало координат, 
т. е. одного ли знака получатся значения выражений (3) 
и (4). Поэтому найдем их произведение (5). Очевидно, 
что произведение будет больше нуля, если выражения 
(3) и (4) одного знака4 [11]:

 . 

            (5)

Перепишем выражение (5) в другом виде:

4 Аммерал Л. Принципы программирования в машинной графи-
ке. М. : Сол. Систем, 1992. 224 с. ISBN 5-85316-001-6;

Фокс А., Пратт М. Вычислительная геометрия. Применение в 
проектировании и на производстве. М. : Мир, 1982. 304 с.

float area(point a, point b, point c) 
{ 
// i  j  k //   
// cx-ax  cy-ay  0 //    
// cx-bx  cy-by  0 //   
// k*((cx-ax)*(cy-by) - (cx-bx)*(cy-ay)) //  
return abs((c.x - a.x)*(c.y - b.y) - (c.x-b.x)*(c.y-a.y)); 
} 
bool method_areav(Triangle abc, point a) 
{ 
 if (area(abc.p1, abc.p2, abc.p3) == 
  area(abc.p1, abc.p2, a     ) +  
  area(abc.p1, a     , abc.p3) +  
  area(a     , abc.p2, abc.p3))  return true; 
 else       return false; 
} 

Рис. 5. Программная реализация метода площадей (векторный)
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         (6)

 

Сократим запись, вычислив предварительно 
координаты направляющего вектора рассматриваемой 
прямой: 

.           (7)

В итоге получим:

             (8)

 

Далее рассмотрим возможные случаи положения 
вершин треугольника в различных четвертях локаль-
ной системы координат. Проведем логическую замену 
(табл. 1).

x1 x1 x2 x2 x3 x3 комментарий значение

1 1 1 1 1 1 Все точки в I-й четверти ЛОЖЬ

1 1 1 1 0 1 Две точки в I-й четверти ЛОЖЬ

1 1 1 1 0 0 Две точки в I-й четверти ИСТИНА

1 1 1 1 1 0 Две точки в I-й четверти ЛОЖЬ

0 1 1 1 1 1 Две точки в I-й четверти ЛОЖЬ

0 0 1 1 1 1 Две точки в I-й четверти ИСТИНА

1 0 1 1 1 1 Две точки в I-й четверти ЛОЖЬ

1 1 0 1 1 1 Две точки в I-й четверти ЛОЖЬ

1 1 0 0 1 1 Две точки в I-й четверти ИСТИНА

1 1 1 0 1 1 Две точки в I-й четверти ЛОЖЬ

0 1 0 1 0 1 Все точки во II-й четверти ЛОЖЬ

0 1 0 1 0 0 Две точки во II-й четверти ЛОЖЬ

0 1 0 1 1 0 Две точки во II-й четверти ИСТИНА

0 1 0 1 1 1 Две точки во II-й четверти ЛОЖЬ

0 0 0 1 0 1 Две точки во II-й четверти ЛОЖЬ

1 0 0 1 0 1 Две точки во II-й четверти ИСТИНА

1 1 0 1 0 1 Две точки во II-й четверти ЛОЖЬ

0 1 0 0 0 1 Две точки во II-й четверти ЛОЖЬ

0 1 1 0 0 1 Две точки во II-й четверти ЛОЖЬ

0 1 1 1 0 1 Две точки во II-й четверти ИСТИНА

0 0 0 0 0 0 Все точки в III-ей четверти ЛОЖЬ

0 0 0 0 0 1 Две точки во III-ей четверти ЛОЖЬ

0 0 0 0 1 0 Две точки во III-ей четверти ЛОЖЬ

0 0 0 0 1 1 Две точки во III-ей четверти ИСТИНА

0 1 0 0 0 0 Две точки во III-ей четверти ЛОЖЬ

координаты замена

x<0; y<0 — координата отрицательная x=0; y=0

x≥0; y≥0 — координата положительная x=1; y=1

Таблица 1 
Логическая замена

Составим таблицу истинности с учетом проведенной замены (таблица 2) [6].

Таблица 2
Таблица истинности для вершин треугольника






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x1 x1 x2 x2 x3 x3 комментарий значение

1 0 0 0 0 0 Две точки во III-ей четверти ЛОЖЬ

1 1 0 0 0 0 Две точки во III-ей четверти ИСТИНА

0 0 0 1 0 0 Две точки во III-ей четверти ЛОЖЬ

0 0 1 0 0 0 Две точки во III-ей четверти ЛОЖЬ

0 0 1 1 0 0 Две точки во III-ей четверти ИСТИНА

1 0 1 0 1 0 Все точки в IV-й четверти ЛОЖЬ

1 0 1 0 0 0 Две точки во IV-й четверти ЛОЖЬ

1 0 1 0 0 1 Две точки во IV-й четверти ИСТИНА

1 0 1 0 1 1 Две точки во IV-й четверти ЛОЖЬ

0 0 1 0 1 0 Две точки во IV-й четверти ЛОЖЬ

0 1 1 0 1 0 Две точки во IV-й четверти ИСТИНА

1 1 1 0 1 0 Две точки во IV-й четверти ЛОЖЬ

1 0 0 0 1 0 Две точки во IV-й четверти ЛОЖЬ

1 0 0 1 1 0 Две точки во IV-й четверти ИСТИНА

1 0 1 1 1 0 Две точки во IV-й четверти ЛОЖЬ

1 1 0 1 0 0

Все точки в разных четвертях

I, II, III

ИСТИНА

1 1 0 0 0 1 ИСТИНА

0 1 1 1 0 0 ИСТИНА

0 1 0 0 1 1 ИСТИНА

0 0 1 1 0 1 ИСТИНА

0 0 0 1 1 1 ИСТИНА

1 1 0 1 1 0

Все точки в разных четвертях

I, II, IV

ИСТИНА

1 1 1 0 0 1 ИСТИНА

0 1 1 1 1 0 ИСТИНА

0 1 1 0 1 1 ИСТИНА

1 0 1 1 0 1 ИСТИНА

1 0 0 1 1 1 ИСТИНА

1 1 0 0 1 0

Все точки в разных четвертях

I, III, IV

ИСТИНА

1 1 1 0 0 0 ИСТИНА

1 0 1 1 0 0 ИСТИНА

1 0 0 0 1 1 ИСТИНА

0 0 1 1 1 0 ИСТИНА

0 0 1 0 1 1 ИСТИНА

0 1 0 0 1 0

Все точки в разных четвертях

II, III, IV

ИСТИНА

0 1 1 0 0 0 ИСТИНА

1 0 0 0 0 1 ИСТИНА

1 0 0 1 0 0 ИСТИНА

0 0 0 1 1 0 ИСТИНА

0 0 1 0 0 1 ИСТИНА

Интерес в вышеприведенной таблице представ-
ляют только истинные значения, поскольку только 
в этих случаях начало координат введенной локаль-
ной системы координат может находиться внутри 
треугольника.

Соединим переменные в этих строках со значени-
ями «ИСТИНА» с помощью операции конъюнкции, а 
сами строки между собой с помощью операции дизъ-
юнкции. Данное выражение получается очень длин-
ным и здесь не приводится ввиду его громоздкости. 

Продолжение таблицы 2
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После упрощения с помощью логических законов [5] 
получим: 

 , 
         (9)

где  — координаты 
вершин треугольника.

Рассмотрение взаимоположения точки и треуголь-
ника следует начинать именно с этого выражения. Если 

значение выражения (9) окажется отрицательным, то 
треугольник можно исключить из дальнейшего рас-
смотрения, так как начало координат не может ока-
заться внутри него. Если же значение этого выражения 
положительное, то следует рассмотреть взаимополо-
жение точки и начала координат относительно сторон 
треугольника, используя выражения (7) и (8). 

Программная реализация метода обхода вершин 
представлена на рис. 6 и рис. 7.

 
bool logical (bool x1, bool y1, bool x2, bool y2, bool x3, bool y3) 
{ 
 if( x1* y1*(!x3*!y3+!x2*!y3+!x3*!y2)) return 1; 
 if(!x1* y1*( x3*!y3+ x2*!y3+ x3*!y2)) return 1; 
 if(!x1*!y1*( x3* y3+ x2* y3+ x3* y2)) return 1; 
 if( x1*!y1*(!x3* y3+!x2* y3+!x3* y2)) return 1; 
return 0; 
} 

bool method_bypass(Triangle ABC, point A) 
{ 
 bool x1, y1, x2, y2, x3, y3, res; 
 point p1, p2, p3; 
//    
 p1.x = ABC.p1.x - A.x; 
 p1.y = ABC.p1.y - A.y; 
 p2.x = ABC.p2.x - A.x; 
 p2.y = ABC.p2.y - A.y; 
 p3.x = ABC.p3.x - A.x; 
 p3.y = ABC.p3.y - A.y; 
//     
  p1.x>= 0 ? x1=1 : x1=0; 
  p1.y>= 0 ? y1=1 : y1=0; 
  p2.x>= 0 ? x2=1 : x2=0; 
  p2.y>= 0 ? y2=1 : y2=0; 
  p3.x>= 0 ? x3=1 : x3=0; 
  p3.y>= 0 ? y3=1 : y3=0; 
//     
res = logical (x1,y1,x2,y2,x3,y3); 
if (res)  
 { 
  if( ((-p1.x)*(p2.y-p1.y)-(p2.x-p1.x)*(-p1.y)) *  
  ((p3.x-p1.x)*(p2.y-p1.y)-(p2.x-p1.x)*(p3.y-p1.y)) < 0 )  
          return 0; 
  if( ((-p2.x)*(p3.y-p2.y)-(p3.x-p2.x)*(-p2.y)) *  
  ((p1.x-p2.x)*(p3.y-p2.y)-(p3.x-p2.x)*(p1.y-p2.y)) < 0 )  
          return 0; 
  if( ((-p3.x)*(p1.y-p3.y)-(p1.x-p3.x)*(-p3.y)) *  
  ((p2.x-p3.x)*(p1.y-p3.y)-(p1.x-p3.x)*(p2.y-p3.y)) < 0 )  
          return 0; 
 } 
return res; 
} 

Рис. 6. Программная реализация логической функции

Рис. 7. Программная реализация метода обхода вершин
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Использование логической функции и её упро-
щение с помощью законов математической логики 
позволяет исключить из проверки множество тре-
угольников. Кроме того, современные компьютеры 
используют двоичную систему исчисления, поэтому 
операции с битами переменных типа bool являются 
для них «родными» и выполняются максимально бы-
стро, в отличие от операций с типами float или double. 
Математический аппарат аналитической геометрии 
применяется не для всех, а только для части треуголь-

ников и использует исключительно арифметические 
операции, не прибегая к вызову специальных библио-
течных функций типа acos(.) или sqrt(.).

Для сравнения приведён результат работы програм-
мы при использовании различных методов (рис. 8), рас-
смотренных в данной статье, показывающий, что даже 
для небольшого количества треугольников, количество 
которых при формировании сцен компьютерной графи-
ки обычно исчисляется миллионами, метод логического 
обхода вершин оказывается наиболее быстрым.

 
  500   1425 

 
       : 0.341  
  ( )   : 0.332  
  (   )  : 0.175  
      : 0.038  

Рис. 8. Сравнение методов по времени выполнения

Вывод

Несомненно, использование малозаметных ДПА 
в деятельности правоохранительных органов бу-
дет постоянно расширяться. Кроме того, необходи-
мость в обнаружении ДПА, используемых правона-
рушителями, также остается актуальной. Поэтому 
потребность в оперативной теоретической оценке 
их радиозаметности в скором времени окажется 
весьма востребованной. Программа логического 
определения принадлежности точки треугольнику 

методом обхода его вершин демонстрирует преиму-
щества использования методов математической ло-
гики по сравнению с традиционными классическими 
методами высшей математики. Даже для небольшого 
количества точек и треугольников метод логическо-
го обхода вершин оказывается самым быстрым. Это 
преимущество достигается за счет исключения из 
сравнения части треугольников путём применения 
логической формулы, а также за счет использования 
только арифметических операций, логических функ-
ций и переменных.
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Abstract. 

Purpose of the work: improving the methodological basis of the theory of evaluating the radio visibility of remotely piloted 
aircraft used by law enforcement agencies as well as off enders.

Methods used: comparative analysis, computational geometry, mathematical logic and computer graphics. 
Results obtained: features of software implementations of methods for determining whether a point belongs to a polygon 

used in computing the radar cross-section of a remotely piloted aircraft are studied, a comparative analysis of the impact of 
types of used variables and functions on software code execution speed is carried out, and a method of logical traversal of 
vertices for determining whether a point belongs to a polygon which uses only arithmetic operations, bool variables instead of 
fl oat and double ones traditionally used for such problems, and does not call functions from standard mathematical libraries 
is worked out. A software implementation of the method gives a signifi cant gain in code execution speed.
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